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1. INTRODUCCION

El analisis secuencial forma parte de la teoria estadistica desde
hace aproximadamente 60 afios. El resultado mas famoso del analisis
secuencial es la optimalidad de la prueba estadistica llamada la prueba
secuencial de razéon de probabilidades (sequential probability ratio test,
SPRT) cuya primera demostracion aparecié en 1948 (vea A. Wald y J.
Wolfowitz [10]).

Las cuestiones del analisis secuencial vienen hoy en dia hasta en
libros de texto, por ejemplo, en el clasico libro de Lehmann [8] o0 en el
de Zacks [11], o en el de Borovkov [1], entre otros. Sin embargo, ainque
éstos (igual que [10], por cierto) proporcionan ciertos argumentos
informales del porqué la SPRT resulta 6ptima, todos ellos carecen de
una rigurosidad merecida en una obra matematica.

Algunos otros lo ponen mas formal, por ejemplo, [3] o [4], pero
omiten muchos detalles esenciales y por eso no son de una lectura facil
para estudiantes, aun de los mas preparados y aplicados.

Por fin, hay libros muy especializados que tienen todos los elementos
necesarios para el desarrollo (ver [2] o [9]) pero éstos traen como base
toda una teoria (llamada la teoria de paro optimo) la que es bastante
amplia, general y por lo tanto compleja. De hecho, es precisamente
esta teoria que ocupa practicamente toda la atencién de los autores: en
todo el libro [2] no quedo6 lugar para la demostracion de la optimalidad
de la SPRT derivada de la teoria que se desrrolld. Es un poco mayor el
avance al respecto en [9], pero tampoco viene la demostracion en un
solo lugar, remitiendo al lector nuevamente al libro de Lehmann [8].

Y, para completar el cuadro, hay que decir que también existen
libros sobre el analisis secuencial, en los que la demostracién se da,
pero incorrecta (ver [5]), y en los que ni siquiera se da (por ejemplo, [6]).

El objetivo de estas notas es proporcionar al estudiante que
esta interesado en el fondo matematico del analisis secuencial una
demostracion clara, concisa y autosufuciente de la optimalidad de
la prueba SPRT. Para ello, nos restringimos al caso particular de
observaciones con un numero finito de valores (como son, por ejemplo,
variables Bernoulli, uniformes discretas, hipergeométricas, etc. o, en
general, cualquier tipo de datos categoéricos). Esta suposicion permite
evitar algunas complicaciones técnicas relacionadas con la convergencia
de series infinitas paramétricas.

El lector bien familiarizado con las cuestiones del calculo avanzado
facilmente se dara cuenta que la misma demostracién pasa en el caso
general de variables aleatorias discretas.

Uno quien domina la teoria de medida e integracién podra realizar
la misma para el caso de variables aleatorias continuas, o, ain mas
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2 ANDREY NOVIKOV

general, para elementos aleatorios de un espacio medible, siguiendo los
mismos pasos.

Mientras tanto, estamos viendo el caso mas elemental, y para
entender bien todo no va a ser necesario mas que las nociones
elementales de analisis (basicamente la convergencia de sucesiones
numéricas y la de las series numéricas) y los conceptos basicos
de probabilidad (distribucion y esperanza) y estadistica (pruebas de
hipotesis).

Asi que de esta forma el curso es accesible para los estudiantes de
licenciatura quienes han tomado alguna vez un curso de estadistica.

Le va a ser un poco mas dificil leer estas notas a quien no esta
familiarizado con la ideologia estadistica, pero tampoco es imposible,
ya que el curso es bastante autosuficiente. En particlular, uno puede
utilizar el material contenido aqui como una la introducciéon a las
pruebas estadisticas y a la teoria de decision.

2. MODELO MATEMTICO Y CONCEPTOS BSICOS

Nuestro objetivo en esta seccion es dar una descripciéon formal a un
experimento estadistico secuencial, las hipoétesis, pruebas de hipo6tesis
y sus caracteristicas numéricas.

2.1. Experimento estadistico secuencial. Fl obletivo de esta parte es
formalizar la idea de un experimento estadistico secuencial.

Cualquier experimento estadistico recopila datos. El modelo mas
frecuente de un experimento estadistico es una muestra de una
distribucion de probabilidades, lo que significa que se observan, de
manera independiente, cierto numero n de los datos, los que vienen de
una misma distribucion. Al resultado de esta observaciéon se le llama
muestra aleatoria de esta distribucion, mas especificamente, una de
tamafo n.

La idea del analisis secuencial es, en vez de tomar un numero
determinado de observaciones en una so6la toma, ir formando la muestra
secuencialmente, en funcién de las observaciones mismas, terminando
en un momento que sea adecuado o conveniente.

Demos el formalismo necesario al concepto del experimento secuen-
cial, con restriccion a las distribuciones discretas con un numero finito
de valores.

Sea X una variable aleatoria que toma solamente un ntimero finito
de valores. Formalmente hablando, se trata de un conjunto finito de
nameros x y sus probabilidades respectivas f(x) = P(X = x). Por ser
una distribucion de probabilidades es necesario que sea

> feo=1, (1)
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en donde la sumatoria es sobre todos los valores de x, y por lo tanto
la suma es finita. Aqui y en adelante estamos omitiendo los limites de
sumacion si se trata de la suma sobre todos los valores posibles de la(s)
variable(s) que se encuentran dentro de la sumatoria. Por ejemplo, en
(1) la tinica variable es x y por lo tanto la sumatoria es sobre todos sus
valores.

Los datos experimentales Xi, X», ..., X,,... que van a ser observados
consecutivamente son unas copias independientes de X. Es decir,

n
PO, = x1, Xz = X2,..., Xn = x0) = [ [ fx0). @)
i=1
para cualquiern=1,2,3....

Para indicar en qué momento el experimento termina, necesitamos
aplicar algunas reglas a las observaciones que se estan obteniendo de
manera sucesiva. En cada etapa del experimento, es decir, teniendo
un numero dado de observaciones recopiladas Xi, X, ..., X,, una regla
nos tiene que decir, si éste es el momento de terminar o atn no, y se
necesitan mas observaciones.

Sea ¢y, = P (X1, X>, ..., X;,) una funcién que toma sélamente valores
0 ol (funcion indicadora). Cualquier funcion de este tipo nos puede
servir como la regla de paro en esta etapa si la interpretamos de la
siguiente manera:

e parar si ¢, =1,
e seguir observando si ¢, = 0.

Vamos a llamarle a cualquier sucesiéon ¢ de funciones de este tipo

¢=(¢1!¢21---!¢nw--)

la regla de paro.
Aplicando la regla de paro ¢ el algoritmo del experimento secuencial
es el siguiente:

(1) Tomar la primera observacion X; y poner n (numero de

etapa)= 1.
(2) Si pn(X71,X5,...,X,) =1 entonces terminar el experimento,
(3) en otro caso observar X,,;, aumentar n en 1 y regresar al paso
2.
En otras palabras, el experimento termina en el primer momento n
cuando ¢, (X1, X>,...,X,) = 1. El nimero final de datos observados

sera

- min{n > 1: ¢,(X1,Xo,...,X,) =1} sieste namero es finito
00 en otro caso.

3)



4 ANDREY NOVIKOV

Obviamente, pueden existir las reglas de paro para las cuales es
posible que v sea infinito (por ejemplo, v = oo si ¢,, = 0 para cualquier
n > 1). Por razones practicas uno tiene que evitar el uso de las reglas
que lo permitan. Mas adelante le damos a este requerimiento un sentido
mas formal.

Al ntmero (aleatorio) v definido en (3) se le llama tiempo de paro. La
distribucion de v esta dada por

P(v=n)=Pp1=0,¢2=0,...,Pn_1=0,¢p =1). )

Calculemos esta probabilidad en términos de la regla de paro y de la
distribucion de X.

Sea
Xn=XnX1,X0,..., X)) =1 = Pp1)D1 —p2)...(1 = Pu_1)Ppn  (5)
paran =1,2,.... Es facil ver que x, es una funcion indicadora, y que
Xn = 1 siempre y cuando v = n. Asi que

P(v=mn)=Ex,(X1,Xs,...,Xy) (6)

n
=3 Xnlx1, X2, x0) [ [ Fx), (7)

i=1

debido a (2).

Las sumas como en (7) van a frecuentar en este curso. Ya quedamos
que ¢, = dp(X1, X0, ..o, X0) V Xn = Xn(X1,X2,...,X,). Pero en
ocasiones como ésta nos conviene estar entendiendo que la misma
letra, digamos x,, puede significar también x,(x1, X2, ..., Xy). Esto no
causa problemas si tomamos en cuenta el contexto: si una funcion F,
se encuentra bajo el signo de la esperanza o probabilidad (como es el
caso en (6)), entonces es F, = F,,(X1, X»,..., Xy); si se encuentra bajo la
sumatoria (como en (7)) entonces es F,, = F,(x1,X2, ..., Xn)-

Adoptando esta notacion, las formulas (6)-(7) se convierten en

P(v=n)=Exn=Y_ Xn [ f(x. (8)

i=1

2.2. Marco estadistico. Pruebas de hipotesis. El contexto estadistico
existe siempre que haya incertidumbre sobre la distribuciéon con la que
vienen los datos.

Por ejemplo, si en el modelo estadistico clasico (2) la probabilidad
f(x) depende de un parametro 6

f(x) = fo(x),

entonces cualquier pregunta relacionada con el valor verdadero del
parametro 6, cuando se dispone so6lamente de los datos de la muestra
X1, Xo,...,X,, es una pregunta estadistica.
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Por ejemplo, para una muestra de una distribuciéon Bernoulli

12 six=1

f(X)=P(X=x)={1_p Gixo0

y el parametro 6 es la probabilidad de «éxito» p € [0, 1].

Uno de los problemas mas fundamentales en estadistica es el
problema de pruebas de hipotesis. En este curso, estamos viendo
el caso mas basico de las pruebas: el caso de dos hipodtesis simples. A
una hipotesis se le llama simple si la distribucion hipotetizada es tinica.

Asi que el problema que se va a ver en este curso es: con base en
los datos observados, decidir cual de las dos hipotesis, Hy : 0 = 69 6
H; : 0 = 04, es la verdadera.

Por ejemplo, en el ejemplo de la Bernoulli la pregunta podria ser: ?‘es
cierto que los «éxitos» y «fracasos» en la sucesion observada vienen
con la misma frecuencia? Es decir, nos interesa la hipo6tesis simple
Hy : p = 0.5. Si existe, como alternativa a ésta, otra suposiciéon (H;)
sobre el valor de p, digamos, que p = 0.6, tenemos que pensar en como,
utilizando los datos muestrales X;, X, ..., X,, decidir a favor de una u
otra de las dos hipotesis.

Obviamente, la pregunta puede ser la misma en el contexto de un
experimento secuencial, en términos de la seccion anterior.

Y lo primero que necesitamos es formalizar el concepto de un
procedimiento de una prueba de hipodtesis en este marco secuencial.

Como vimos en la seccion anterior, el experimento puede terminar
en cualquier nimero de pasos n = 1,2,3,..., asi que tenemos que
pensar en una manera de decidir a favor de Hy o H; para cualquiera
que sea el nimero terminal n de observaciones. La decisién que se
pide es aceptar H, o rechazarla a favor de Hy, asi que como una regla
de decision nos sirve, igual que antes, una funciéon indicadora, es decir,
una que toma solamente valores 0 y 1.

Tomando en cuenta todo lo anterior, definamos una regla de decisién
6 como una sucesion de funciones indicadoras 6, = 6,(X1, X», ... Xy),
n=12,,...,

0=(01,00,...,0p,...), 9)

con la siguiente interpretacion: al terminar el experimento secuencial
enlaetapav=n
e se acepta la hipotesis Hy si 6,(X1, Xo,..., X)) =0y
e serechaza Hy a favor de Hy si 6,(X1, Xo,..., X)) =1
Una prueba estadistica secuencial es una pareja (¢, 6) de una regla
de paro ¢ y una regla de decision 6.
Las pruebas clasicas, basadas en una muestra aleatoria de tamafio
fijo n, es un caso particular de esta definicion, mas especificamente, él
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que corresponde a p1 = ¢po=---=p,_1 =0y ¢, = 1, y por lo tanto
pueden ser identificadas con tan s6lo una regla de decisién §,, misma
que, al terminar el experimento con datos Xi, X, ..., X,, significa la

aceptacion de la hipotesis H; con i = 6,,(X1, Xo, ..., Xp).

Vemos que la clase de las pruebas secuenciales es mucho mas
variada ya que cada prueba, aparte de la regla de decision, incluye una
regla de paro que determina el ntimero final de observaciones en el
experimento. Aun las pruebas truncadas, o sea las que emplean cuando
mucho un nimero determinado n de observaciones (esto significa sélo
que ¢,, = 1), son mucho mas variadas que las pruebas con una muestra
fija, ya que tienen la libertad de parar en una etapa anterior a la n.

2.3. Caracteristicas de las pruebas. Una prueba proporciona un al-
goritmo de ir observando los datos y finalmente concluir, una vez
terminado el experimento.

Los datos vienen de manera aleatoria por lo que resulta posible que
el algoritmo se equivoque.

Siendo verdadera la Hy, la decision terminal puede ser «rechazarla».
Y al revés, cuando H; es la que es valida, la decision tomada puede ser
«aceptar Hy». En el primer caso se dice que se comete el error «tipo I»,
y en el segundo el error «tipo II».

Si nos preocupa la calidad de la inferencia estadistica tenemos que
procurar que los errores no sean frecuentes. Como medida de la
frecuencia se usa la probabilidad, asi que trabajando con las pruebas
tenemos que tomar en cuenta las probabilidades de error, lo que da
lugar a la definicion de la probabilidad de ervor tipo 1

(¢, 6) = Py, (rechazar Hyp) (10)
y de la probabilidad de error tipo II
B¢, 8) = Py, (aceptar Hy). 11)

Otra caracteristica importante de una prueba es el niumero final de
datos observados, v, ya que en la practica nos interesa terminar lo mas
pronto posible, empleando menos observaciones, tiempo, recursos, etc.

Como v es una variable aleatoria, es natural tomar en cuenta su valor
promedio. Pero el promedio puede ser calculado tanto bajo la hipo6tesis
Hy, como bajo la Hy, asi que tenemos dos caracteristicas:

N(Oo; ) = Eq,v 'y N(O1;¢) = Ep, Vv, (12)
mismas que tienen que ver con la regla de paro pero no con la regla de
decision.

Antes que nada, vamos a expresar las caracteristicas (10-12) en
terminos de los elementos del modelo y de la prueba.
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De manera general, a la probabilidad de rechazar H, suponiendo
que el valor verdadero del parametro es 6
m(0; ¢, 6) = Po(rechazar Hy)

se le llama funcion de potencia de la prueba (¢, o).
De (10) se sigue que

(¢, 8) = m(0o; P, 5) (13)
y de (11) que
B(,0) =1 —m(61, ¢, ), (14)
asi que nos enfocamos en el calculo de m(6; ¢, 9).

Como

m(0; ¢, &) = Po(rechazar Hy) = Z Py(rechazar Hy siendo v = n)
. n=1 (15)
=Y PSn=1, v=mn),
n=1

y, recordando que v = n si y sélamente si x,, = 1 (ver (5) y el parrafo
que le sigue), tenemos

m(6;,8) = > EoXnbn =Y > Xn0n [ [ folxo. (16)
n=1 n=1 i=1

Para que (15) sea valido necesitamos que
Po(v<oo)=1, para =0, y 0=0,, 17)

y a partir de este momento lo vamos a estar suponiendo, argumentando
que por razones practicas el valor infinito de v es inaceptable.
Muy parecido a (15)-(16) tenemos

N@; @)=Y nPo(v=n)=> nEpxn=> ny xu|[folx) (18
n=1 n=1 n=1 i=1

con lo que finalizamos el calculo de las caracteristicas de una prueba
secuencial.

3. OPTIMALIDAD DE LAS PRUEBAS SECUENCIALES

Esta es la parte principal del curso en la que se va a plantear
el problema de optimalidad de las pruebas secuenciales y se va a
proporcionar su completa solucion.
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3.1. Planteamiento del problema. El problema clasico del analisis
secuencial es hallar la forma de la prueba que minimiza el niimero
promedio de observaciones en la clase de todas las pruebas cuyas
probabilidades de error no excedan ciertas cotas dadas.

Es decir, se considera la clase A(x, ) de las pruebas (y, ) que
satisfacen las desigualdades

x(p,0) < y B(p,0) <B, (19)

x vy B siendo algunos dos numeros, 0 < «x < 1y 0 < 8 < 1. El objetivo
es hallar una prueba en A(x, B) con el valor de N(6y; y) (y/o N(O1; ) )
minimo en esta clase.

De antemano no queda claro si existe una prueba que minimiza los
dos valores promedio, N(6g; ) y N(61; ). Por esto vemos un problema
menos ambicioso: hallar una prueba con el valor minimo de N(6; )
en A(x, B).

En realidad, la prueba que vamos a encontrar también va a minimizar
N(601; @). Pero no lo consideramos de mucha importancia, por lo menos
no la tedrica, por la siguiente razon. Como 0, y 67 son intercambiables,
al resolver el problema de minimizacion de N(0; @) tendrémos también
una prueba que minimiza N(6;; @) en A(«, B). Es curioso que resulta la
misma prueba, pero es pura casualidad, y no el resultado de nuestra
voluntad, deseo y/o esfuerzos. Por esta razéon lo dejamos fuera del
curso.

3.2. Reduccion a un problema de optimizacion sin restricciones.
Método variacional de Lagrange. Es conveniente representar el prob-
lema planteado en la seccién anterior en terminos del costo del experi-
mento.

Siendo el costo unitario de observaciones ¢ > 0, el costo total
promedio del experimento secuencial, gobernado por una regla de
paro y, es C(y) = Eg,(cv) = cN(6y; ). Asi que el problema planteado
en la seccion anterior es equivalente a minimizar el costo promedio
del experimento C(y) dado que las probabilidades de error del
procedimiento de prueba satisfacen (19).

El problema planteado representa un caso particular de los proble-
mas de optimizacion con restricciones siendo la funcion objetivo C(y)
y las restricciones las desigualdades en (19).

Para solucion de problemas de optimizaciéon con restricciones se
conoce el método de multiplicadores de Lagrange. Ya que el argumento
de la funcion objetivo C(y), a su vez, es una funcion, en este caso se le
Ilama al método variacional.

El método consiste en reduccion del problema con restricciones
a un problema de optimizacion sin restricciones, incorporando las
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restricciones en una nueva funcion objetivo llamada funcion de
Lagrange.
En el caso que nos interesa, la funcion de Lagrange adquiere la forma

L(l,U,(S) = C(L.U)"'AOO((W! 6)+AIB(W!6)! (20)

donde Ag > 0 y A; > 0 son dos constantes cualesquiera llamadas
multiplicadores.

El siguiente teorema representa la reduccién del problema con
restricciones a un problema sin restricciones en la que propiamente
consiste el método de multiplicadores de Lagrange.

Teorema 1. Sea (*,6*) una prueba tal que para cualquier otra
prueba secuencial (, 6)

L(y, 6) > L(y~, 67), (21)
y tal que
a(p*, 6" =, y By, 8% =8. (22)
Entonces para cualquier prueba (y, 6) que satisface
x(p,0) <&, y By,d6)<p (23)
se tiene
Cy) > C(y™). (24)

La desigualdad en (24) es estricta si es estricta alguna de las
desigualdades en (23).

Nota 1. Es obvio que (22) garantiza que (¢*, 6*) € A(x, B), asi que
(24) representa la optimalidad de (¢*, 6*) en la clase A(x, B) desde el
punto de vista del costo promedio del experimento.

Demostracion. Sea (@*,6*) que satisface (21) y (22). Entonces para
cualquier otra prueba (g, ¢) que satisface (23) tenemos

CY) +Agx + A1 B > C(P) + Agax(y, 0) + A B(y, 5) (25)
=L(y, 0) > L(y*,0%) = C(Y*) + Agx(™*, 6) + A B(y™, 67) (26)
= C(W*) + Aot + A, B 27)

Comparando el lado izquierdo de la cadena de desigualdades (25)-
(27) con su lado derecho en (27) concluimos que

C(y) > C(y),

lo que demuestra la primera parte del teorema. Mas que esto, si
ahora C(y) = C(yp*) para alguna prueba (y,d), entonces todas las
desigualdades en (25)-(27) en realidad tienen que ser igualdades, por lo
que x(y, ) = x y By, 6) = B,y esto concluye la demostracion. O
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El teorema 1 nos permite dedicar a la solucion del problema
de minimizacion de L(y,d) (ver la condicion (21)). Como hay dos
constantes arbitrarias (Ao, A;) en la prueba (¢*, 6*), se puede esperar
que variando éstas uno puede cumplir con las condiciones (22). De
cierta forma, las condiciones (22) son automaticas, ya que una vez
que exista una prueba (¢*,5*) que satisface (21), la condicién (22)
se cumple si tomamos « = x(@*,0%*) v B = B(y*,6*). De hecho, es
precisamente el sentido que se le da a la optimalidad de la prueba SPRT
(ver [1],[3],[4],[8],[9],[10],[11]).

3.3. Reduccion al problema de paro 6ptimo. Del Teorema 1 vemos que
para hallar la forma de la prueba 6ptima necesitamos saber minimizar
la funcion de Lagrange L(y, ). En esta seccion este problema recibe
una resoluciéon parcial: resulta posible dar una regla de decisién 6*
o6ptima en el sentido de que para cualquier otra regla de decision

Ly, 6) > L(y, 87).

Para introducir 6* necesitamos la siguiente notacion.
Sea

fl= X0, Xa, o X)) = [ [ foXp), i=0,1.
j=1

De manera general, vamos a estar denotando I4 la funcién indicadora
del evento A, es decir,

1 si A ocurre,
I, =
0 en otro caso.
En particular, sea

1 sidofy < Aufls
0 en otro caso.

65 = Iy = { (28)

Por fin, sea 6* = (67, 63,...,05,...).

Teorema 2. Para cualquier regla de paro @ y cualquier regla de
decision 6
L(y, 6) > L(y, 6%). (29)

Para el valor de L(y, 6*) se tiene la siguiente expresion
Ly, 8" = C)+> > Xamin{Aof3', A1 fT'} (30)
n=1

con X, que estd dada por la formula (5).
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Demostracion. Por la definicion de la funcion de Lagrange (20) se trata
de demostrar que

AO“(W!6)+A13((I/|6) Z AO“(W!(S*)+A1B(W!5*)| (3]-)
y que
Aoax(y, 8%+ A1 B(@, %) =D > " xnmin{Aoff, ALf1}  (32)
n=1

La clave de esta demostracién (y de varias demostraciones mas
adelante) es el siguiente sencillo

Lema 1. Sea x una variable con un nuimero finito de valores y sea F(x)
cualquier funcion de x. Entonces para cualesquiera funciones ¢(x), x(x),
0 < ¢p(x), x(x) < 1, se tiene

D XEPEIFG) > > XCOFC (po<0) (33)

Demostracion. Mostremos que

D XCIPRIF() — Y XCAF(O(reg<0y > O, (34)
0, de manera equivalente, que
D XEF(b(x) — I{rio<oy) > O, (35)

Para ello, notemos que F(x)(¢(x) — IF<o0y) > 0 para cualquier x, ya
que

e si F(x) < 0 entonces ¢(x) — I{px<oy = p(x) —1 < 0, y por lo
tanto su producto es no negativo,

e si F(x) > 0 entonces ¢(x) — Itr<oy = ¢(x) > 0, y su producto
también es no negativo.

Vemos que todos los sumandos en (35) son no negativos, lo que
demuestra (35), (34) y por lo tanto (33). O

Regresando a la demostracion de (31) representamos el lado
izquierdo de (31) utilizando las formulas (13),(14) y (16) como

Ao, 8) + AiBW, 8) = A+ > > XnAofy — ALfiNSn.  (36)
n=1

Aplicando el Lema 1 a > xn(Aoff — A1.f1)0, en el lado derecho de
(36) tenemos que

Aoy, 8)+ A1 B(y, 8) > Ay +Z an(AofS‘ =AM ag pr s pr<oy (37)

n=1
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= AL+ DD Xn@Aoff = A8 = Ao, 5% + M B(w, 57). (38

n=1
La desigualdad (31) queda demostrada. Tamién tenemos un paso
hacia (32), ya que segun (37)-(38)

Aocx(y, 6%) + A1 B(W, 6%) = Ay + Z ZXn(MféL — AT g -, fr<o0y-

n=1
(39)
Tomando en cuenta la condicion (17) tenemos

Py, (v < 00) Zanfl =1,

por lo que el lado derecho de (39) se transforma en

A D xnf T YD xn@off = MO m—ar<oy  (40)
n=1 n=1

= i > Xn [(?\ofgf = AT g pr—ag fr<oy + AT (41)
n=1
=SS e min{Ao £ ALY} 2)
lo que demuestra (32) ;;or lo tanto (30). O
Denotemos
L(y) = C(W)+§:an min{Ao fo', A1 f1'} 43)
n=1

Segun el Teorema 2 L(y) es el minimo de L(y, §) sobre todas las reglas
de decision 6. De esta manera el problema de minimizacién de L(y, d)
se convierte en un problema de paro 6ptimo, ya que L(y) depende
unicamente de la regla de paro.

El objetivo, a partir de este momento, sera hallar la regla de paro y*
tal que

L(y) > L(y*) (44)

para cualquier regla de paro .
Con esto sera resuelto el problema de la prueba 6ptima ya que para
cualquier prueba (y, §), por el Teorema 2,

L(yp,8) > L(y,6%) = L(y) > L(y*) = L(y*, 8%),

asi que la prueba 6ptima sera (¢*, 6*).
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3.4. Paro optimo. Caso truncado. En esta seccion vamos a resolver el
problema de paro 6ptimo planteado en la secciéon anteror, en la clase
de tiempos de paro truncados.

Sea N el nimero maximo de pasos que puede realizar una prueba, es
decir, solamente estamos permitiendo las reglas de paro ¢ con ¢y = 1,
en lo demas siendo éstas arbitrarias. Entonces, la Gnica parte variable
de las reglas de paro sera ., »,...,Yn_1, lo que hace posible la
solucion completa del problema.

Empezamos por darle a la funcién L(y) una forma mas conveniente:

N
L) = Cw) + > > xnminfAofg', Auf]'}

n=1

N
=3 Xalenf7 +min{Ao 3, ALfT'D)
n=1
y mas explicita

N
L) =Y > A=y ...(l = yp )Walenf] + min{Ao f3', AL,
n=1

y, tomando en cuenta que @y = 1 y denotando 1, = min{AofJ, A1 fT'},
la forma final

N—1
L)=> > (=@ ...(l = @u_)Wnlenfl +1n)
n=1

+3 (=@ (L= o) (eNFY +Ly). (45)

El siguiente lema absorbe la mayor parte de la carga técnica en el
desarrollo de la regla truncada 6ptima.

Lema 2. Seanv > 2 y v, = V,(x1, X2, ..., Xy) Una funcion cualquiera.
Entonces

YZ_fZ(l — 1) ... (1 = gp_Dynlenfy + 1)
n=1
+Z(1 —@1)... (1= yroy) (erfy +vy)
> gZ(l —¢1)... (1 = Yn_)Pnlenfg +1y) (46)
n=1
Y A=) (= @) (cr = DfF T +v),

en donde
V1 =min{l,_y,cff ! +ZUT} 47)
Xy
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y la desigualdad en (46) se convierte en igualdad si

W‘V—l = I{ly_lgcf(;’—l_'_zxy ‘Uy}' (48)

Demostracion. Para demostrar la desigualdad (46) es suficiente mostrar
que

D L= yn)e (L= @rWpoa (e = Dfg ™" + 1)
+Y A=) (L= @) (erff +vr)

> A=) (L= gr2) (cr = Dfy ™ +vr0) 49)
El lado izquierdo de (49) es igual a

Y A=) A= wrPriletr = Dfg 4 L)

+ A=y )Y (erff+vr) (50)

Por la definicion de fj

r

r—1
Soorfy =S er [ fatx = or [T fax) Y- fouxn) = crfy =,
Xy i=1 Xy

Xr i=1

en virtud de (1), asi que el lado derecho de (50) se transforma en

Yo A=y A=yl = Dfy

Hroalyy + (L= groa)efg T+ vl (51)

Aplicando el Lema 1 con

X 1 —=y1)...(1 =),
‘;b = WYro
F o= Loy—fy ' +> v
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vemos que (51) es mayor o igual que

> (L= g1). (U= @y )ler = DfF + e fy ™+ ) vy

r—1

+(l1’71 - (C 0 + Z UV))I{l,_lgcfg*HZ vy}]
P "

= D A=y Q= yrletr - Dfg

X1y Xy —1

+min{l,_q,cff ! +ZUT}]’ (52)

lo que coincide con el lado derecho de (49) si tomamos en cuenta la
definicion (47).
Mas que esto, por el mismo Lema 1 (51) es igual a (52) si

Wro1= I{lyflgcfg—uzx v} O

El Lema 2 se aplica inmediatamente a la funcién L(y) (ver (45) y
definir vy = ly). Denotemos V]Q’ = vy. Por el Lema 2

N-2
L) > > (A=) = p)Pulenff +1y)
n=1

) A=) (L= o) (N = DfY T + o), (53)

donde vy = min{ly_1,cfN"' + 3 vy} Sea también VY | = vy_.
Por el Lema 2 la desigualdad en (53) es en realidad igualdad si

WN-1= I{quéﬁfév*“rzw Vi (54)

Aplicando al lado derecho de (53) nuevamente el Lema 2 vemos que
N-3
L) > > A= 1)U = Yn_))nlenff + L)
n=1

) A=) ... (L= gy 3) (N =2/ + vy ), (55)
donde vy_» = min{ly_»,cfN"*+3 . vn_1}. Definamos también

VI{\[_Z = vy_». La igualdad en (55) se alcanza si se cumple (54) y

Yn—_2 =I{lN—2SCf(772+Z N (56)

Vy
xn—1 N1

Nuevamente aplicamos el Lema 2 al lado derecho de (55). Obtenemos
otra cota para L(y), mas baja, y una nueva (yy_3 para que ésta sea
alcanzada, etc. hasta obtener la cota en forma

L) > > (cfy +v1), (57)
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y unas condiciones sobre ¢ empezando por (54), (56), etc., suficientes
para alcanzarla, lo que significa que estas condiciones describen la
regla de paro 6ptima.

El resultado formal esta en el siguiente

Teorema 3. Sea @ cualquier regla de paro truncada (Yy = 1).
Entonces para cualquier 1 < r < N — 1 se cumplen las siguientes
desigualdades

L) =D Y (=) (L= Wp DWnlenfy +1y)
n=1
+Z(1 — 1) L= y) (ctr + DT+ V) (58)

r—1
> M=) (1 = YnDwnlenfy +1y)
n=1

Y A=) (L= @) (erfy + VY, (59)
endonde V{ =Ly y parak < N
Ve =min{l, cf§ +> Vil ). (60)

Xk+1

La cota inferior en (59) se alcanza si

_ = 1
Pn— {lN71§Cf$/7]+ZVJI\\[/}
XN
_ = I ‘ (61)
Yn-—2 {lengf(;V_Z"' Z VI]\\/]—I}
XN—1
- I :
v fhefi+ > Vit

Xr+l

En particular, parar = 1 las formulas (61) describen de manera completa
la regla de paro truncada optima.

3.5. Paro 6ptimo. Caso no truncado. En esta seccion damos la forma
de laregla de paro 6ptima en la clase de todas las pruebas secuenciales.
La base para el desarrollo son los resultados de la seccion anterior.
Antes que nada, para cualquier regla de paro ¢ definamos
N—1
Ly@) =) (A= ¢1) ... = Yn D@nlenff + L)

n=1

+) A=) ... (L= yno) (NS + Ly) - (62)
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(compare con (45)). Es la funcion de Lagrange que corresponde a la
regla ¢ truncada a nivel N, es decir, la regla con las componentes

(()UI, (Ij27 ey (IJN—li 11 .. )
Por ser ésta truncada, aplican los resultados de la seccién anterior,

en particular, las desigualdades del Teorema 3.

La idea de lo que sigue es pasar al limite en estas desigualdades,
cuando N — oo, para obtener las cotas inferiores para L(y).

Y la primera pregunta es, ?‘ qué pasa con Ly(y) cuando N — oco?

Lema 3. Para cualquier regla de paro

Jm Ln(y) = Ly)

Demostracion. Sea L(y) < oo, dejando la posibilidad de L(y) = oo hasta
el final de la demostracion. Calculemos la diferencia entre L(y) y Ly(y)
para demostrar que ésta tiende a cero cuando N — oo. Por (62)

L) — L) = > > Xulenfg +1y)
n=1

- Z D xnlenff+1) =Y (1= w1)...(1 = wn_) (eNfY +1x)

= Zan(cnfo +l) =Y A= ¢r)...(1— Yn_y) (eNfY +1y) . (63)

El primer sumando converge a cero, cuando N — oo, por ser la cola
de una serie convergente (ya que L() < 00).
También

Z(l —yg1)...(1—yn-1Iln < Ao Z(l — ). (=N D fY

=Pg,(v>N—-1)= Py(v=n)—0
n=N
cuando N — oo, ya que Py, (v < o0) = Y 7% Pp,(v = n) = 1 es
convergente.
Queda por demostrar que

> (L=y1)...(A=wn_1NFY = NPy, (v > N) — 0 cuando N — co. (64)

Pero esto se sige también de la condicion del lema 3, la que garantiza
que L(y) < ooy por lo tanto que Ep, v = Zf;l nPy,(v=mn) < oo.
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Por ser convergente esta serie Z;’; N NPo,(v=n) — 0,y aplicando la
desigualdad de Chebyshev

NPg,(v > N) < EgVI{ysny = Z nPy,(v=n) — 0
n=N
cuando N — oo, lo que demuestra (64).
Sea ahora L(y) = oc.
Esto quiere decir que

Z ZXn(Cnfgl +1y) =00
n=1
por lo que
N—1
Ly(yp) > Z Z Xn(enfit + 1) — oo. O
n=1

La siguiente pregunta es sobre el comportamiento de las funciones
VY las que participan en las desigualdades del Teorema 3, cuando
N — 0.

Lema 4. Para cualquier » > 1 y para cualquier N > r

VN >y (65)

Demostracion. es por inducciéon sobre ¥ = N,N —1,..., 1.
Sea v = N. Entonces por (60)

VAT = min{ly, ef’ + > VNI < v =W
XN+1

Si suponemos que (65) se cumple para alguna v, N > v > 1 entonces

VL =min{l,_y,cff 7+ Zvy}
Xr

> min{l,_i,cfy ' + Zvﬁ”l} =V
Xy
asi que (65) también se cumple para » — 1, lo que concluye la
induccion. a

Del Lema 4 se siguie que para cualquier v > 1 la sucesion VY es
decreciente. Asi que existe su limite al que le vamos a llamar
V, = lim V. (66)
N—oo
Pasando al limite, cuando N — oo, en todas las desigualdades e
igualdades del Teorema 3, de inmediato tenemos al
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Teorema 4. Sea  cualquier regla de paro. Entonces para cualquier
v > 1 se cumplen las siguientes desigualdades

L(W) > ZZ(I - Wl) 1 - Wn l)(l/n CTlfO + ln)
£ (=) (=) (e + DT + Vi) (67)
> ZZ(I —Yq)...(1 - Wn—l)‘lln(cnfgl +1n)

A=) (= g (e fg + Vi) (68)
en donde
Vi =min{l, cff + > Vi } (69)
Xk+1
para cualquier k > 1.
En particular, para v = 1, se tiene la siguiente cota inferior:

L) >c+Y Vi (70)

Lo que falta en el Teorema 4, a comparacién con el Teorema 3, es
un elemento muy esencial: la forma de la regla de paro para alcanzar
la cota inferior, misma que asi resultaria 6ptima. Aunque pasando al
limite de manera informal en las ecuaciones (61) (empezando desde
la ultima de ellas), cuando N — oo, uno puede imaginar que la regla
Optima tiene que ser

pr=1 ,
r {lr<cfi+ Z Vr+1}

Xr+l

r=1,2,3,.... (71)

El objetivo principal de esta seccion es demostrar que la regla
definida por (71) es realmente 6ptima.
Teorema 5. Para cualquier prueba secuencial @

L) > L") =c+ Y Vi (72)

Demostracion. Sea  una regla de paro. Por el Teorema 4 para cualquier
¥ > 1 fijo se cumplen las desigualdades:

L(w) > ZZ“ — D) (= Y DWalenfy + 1)

) A=) (=) (cr + DT + Vi) (73)
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r—1
> ZZ(I — Y1) (1 — Yo )Palenfy + 1)
n=1

Y A=) (L= @) (erfg + V). (74)
> ...

> ey + )+ Y (A — ) (c2f3 +V2) (75)

> (cfy+ V). (76)

Aplicando nuevamente el Lema 2 y utilizando (69) es facil ver que
todas las desigualdades excepto, tal vez, la primera van a ser igualdades
para la regla

(WT1W§)JW:111)

En particular, esto significa que existe el limite

Jm iy (1w (0= v W en S + L)
n=1

Y A=) A=) (cr+ DT+ V)1 =D (efs +Vi). (77)

De esto se sigue inmediatamente que también existe el limite
v
. * * * 1
Tim Y > 10— =g Dwilenfi+1) < Y (cfg + Vi) (78)
n=1

Pero el lado izquierdo de (78) es L(y¢*) y por lo tanto
L) < (cfy +V1). (79)
Por otro lado en virtud de (73)-(76)
L") > (cfy + V1),
lo que junto con (79) demuestra que
Ly =) (cfg +V1),

y de (73)-(76) se sigue que @* es una regla de paro 6ptima. Il
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3.6. La prueba secuencial de la razon de probabilidades. En esta
seccibn mostramos que la prueba oOptima obtenida en la seccion
anterior es equivalente a la famosa prueba secuencial de la razon
de probabilidades (Sequential Probability Ratio Test, SPRT).

Para evitar complicaciones técnicas (nada esenciales, por cierto)
supongamos que para todos los valores x

fo,(x) >0, y fo(x)>0.

Definamos como

n n
x .
Zn:erl( l):% (80)
i1 f 0o (x1) f 0

la llamada razon de probabilidades, n =1, 2,...

Para expresar los elementos de la regla de paro 6ptima en términos
de Z,, es conveniente definir, con base en las funciones Vf unas nuevas,
UN:

Uy =VvyIft, (81)

No es dificil ver que todas las funciones UY dependen de las
observaciones x1, x>, ..., X, solo a través de Z,. Efectivamente,

UY = UN(Zy) = min{Ag, A1 Zy} = g(Zy) (82)

(sea, por definicion, g(z) = min{Ag, A1z}), y parar < N

Uy = Uy(Zy) = min {g(zy), c+ > foer)UN, (Z}CZE’Q”;) } (83)
o A+l

Xr+1l

En particular, de (82)-(83) se ve que en realidad todas las funciones

UY se obtienen con base en la siguiente sucesion de funciones
Pn = pn(2): sea

po(2) = g(2), (84)

y recursivamente paran =1,2,...

pn(z) = min {g(Z), c+ XX: So,(X)Pn—1 (z;ZLgD } . (85)

De tal forma que

UN = Po(ZN), UN_1 = p1(Zn-1), ..., UY = pn_i(Z)). (86)
De los resultados de la seccién anterior ya sabemos que existe
i, Ve = Ve

asi que debido a (81) también existe

Jim UN=U, =V, /f}.
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Y, por (86),
Uy = nglgo oN—r(Zy) = p(Zy), (87)

siendo, por definicion,
p(2) = lim p,(2).
n—oo

Pasando al limite en (85), cuando n — oo, tenemos que para la
funcion p se cumple la siguiente igualdad:

, So,(x)
p(z) = min {g(z), c+ ;fgo(x)p (Zfeo(x)) } . (88)

A esta le vamos a llamar la ecuacion de la programacion dinamica.

Ahora estamos preparados para expresar la regla de paro 6ptima del
Teorema 5 en términos de la razéon de probabilidades Z,. Expresando
V,+1 Y todos los demas elementos de la férmula (71) en términos de Z,,
tenemos

Ypr=1 o\ Y - (89)
" {g(zr)gc{jx Fay00 (z%) }
El resultado de (89) ya es mucho mas explicito que (71). Pero se
le puede dar una forma todavia mas especifica demostrando que la
desigualdad que define el paro en (89):

fel(X)>

So,(x) (50)

92 <c+> fo,p (z

equivale a simplemente
z ¢ (A,B) (91)

con ciertas constantes A y B, tales que 0 < A < B < oo, por lo tanto
quedando (89) en forma

Wy =iz, ¢am)-

Enlo que resta de esta seccion, nos ocupamos de este detalle técnico,
de la equivalencia entre (90) y (91). De una vez vamos a ver qué forma
obtiene, en términos de A y B, la regla de decisién 6ptima de (28).

Basicamente, se va a tratar de las propiedades de las funciones p,(z)
y su limite, p(z), de las cuales las mas importantes se demuestran en el
siguiente

Lema 5. Las funciones py(z) definidas en (84)-(84)y la funcion p(z)
todas poseen las siguientes propiedades:

i) son concavas y continuas en [0, co),
ii) son no decrecientes en [0, 00),
iii) pn(0) = p(0) =0y py(o0) = p(c0) = Ao,
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Demostracion.

i) Demostramos por induccién que p,, son céoncavas.

Para n=0 py(z) = g(z) es concava como minimo de dos funciones
concavas (en este caso, en particular, lineales).

Supongamos que p,(z) es concava. Entonces por (85) p,41 €s minimo
entre una funcion coéncava y una suma de funciones concavas. Entonces
Pni1 €S concava también.

El limite puntual de una sucesion de funciones céncavas es una
funcién coéncava, asi que p(z) = lim,,_, o, pxn(z) también es céncava.

Como p(z) > 0 (por ser el limite de funciones no negativas) y p(z) es
concava entonces p es continua en (0, co) (ver, por ejemplo seccion 3.18
de [7]). Ademas es continua en 0 ya que p(z) < g(z) — 0 = p(0), z — 0,
entonces p(z) es continua en [0, co).

ii) También por induccion. Para n = 0 es obvio.

Si 7,(z) es no decreciente entonces por (85) p,;1 es no decreciente
también.

El limite puntual de funciones no decrecientes es una funcion no
decreciente, asi que p(z) lo es también.

iii) El hecho de que p,(0) = 0 facilmente se demuestra por induccion.
Por lo tanto p(0) = lim,,_, o p»(0) = 0.

También por induccién p,(c0) = Ag.

Por ii) el limite lim,_, ., p(z) = A existe. Pasando al limite, cuando
z — 00, en (88) vemos que A = min{Aq, c + A} por lo que A = A ([

Sea

2 =" fo,top (zjiz E’;i) .

Definamos

A=sup{z:0<z<Ao/A;, c+h(z) > g(2)}

B=inf{z:A¢/A; < z, c+h(z) > g(2)}

Yaquec+h(0)=c>g0)=0yc+h(cc)=c+Ag > gloo) = Ag resulta
que A >0y B < 0.

Por otro lado, si A = B = A¢/A; entonces c+h(z) > g(z) para cualquier
z > 0, asi que el tiempo de paro 6ptimo es v = 1.

En otro caso A < B. Vamos a estar suponiéndolo.

Lema 6. A < z < B siy solamente si g(z) > c + h(z).

Demostracion. Por continuidad de todas las funciones g(A) = c+ h(A) y
J(B) = c+h(B). Ademas por definicion c+h(z) < g(z) para z € [A, Ag/A1].
También por definicion ¢ + h(z) < g(z) para z € [Ag/A1,B). Ahora si
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z € [0, A) entonces existe 1 > a > 0 tal que z = (1 — a)A. Como h(0) =0
por concavidad de h(z) se tiene
h((1 —a)A) > (1 — a)h(A) = (1 — a)(g(A) — ¢).
Asi que
c+h(z) > c+ (1 —a)g(A) —c) =ac+(a—1)glA) > (1 —a)g(A)
=g((1 —a)A) = g(2).
es decir, c + h(z) > g(2).

De manera parecida se demuestra que si z € (B, co) entonces también
c+h(z) > g(2). O

La regla de decision 6ptima siempre es
60 = Iiaofr<asmy
asi que es equivalente a
6 =T <z,
Como B > Ag/A; > A resulta que la prueba 6ptima termina en el
momento
v=inf{n >1:27Z, ¢ (A,B)}
rechazando Hy si Z, > By aceptandola si Z, < A.
Todo lo anterior da lugar al

Teorema 6. La prueba basada en @* del Teorema 5 es la llamada
SPRT con
vi=inf{n >1: 27, ¢ (A, B)} (92)
que rechaza Hy si Z,, > B y acepta Hy si Z,, < A.
Vemos que la SPRT del Teorema 6 es 6ptima si A y B se determinan
de las ecuaciones

gA) =+ ;fgupm;z:g;), A< Ao/ 93)
’ fo,(x)
0,\X

gB) =c+ Exjfeop(B o Gk B, (94)

(ver la definicién de A y B arriba y la demostracion del Lema 6).

Sin embargo, iinicamente el caso de 1 € (A, B) tiene sentido practico,
ya que en otro caso se puede lograr un mejor resultado jsin observar
ningun dato!

Efectivamente, el hecho de 1 ¢ (A, B) por el Lema 6 significa que

gy <c+y FaupL2)

95
Tou (95)
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siendo el lado derecho de (95) el minimo absoluto de la funcién L(y)
sobre todos los tiempos de paro que definitivamente toman por lo
menos una observacion (I‘Teorema 5!). Pero g(1) = min{Aq, A;} es, por
decirlo asi, «la funcién L(y()» de una prueba que no toma ninguna
observacion. Efectivamente, si no tomamos ninguna, el costo del
experimento C(y/() es nulo. Si aplicamos la regla de decision

00 = Iag<a,}s
entonces
1 si )\0 < Al
x(Wo, 6o) =
(o, 80) {0 sidg > A
Yy
0 si AQ < Al
’ 6 =
B(Wo, 8o) {1 Sidg > AL,
asi que

L(Wo, 60) = C(o) + Aox(o, 60) + A1 B(yg, 8p) = min{Ag, A1 } = g(1).

Vemos que si se cumple (95) entonces hay una prueba trivial (g, d9)
que da un mejor resultado que la mejor prueba que toma por 1o menos
una observacion. !'Ni modo que estemos peleando por el procedimiento
optimo obligandonos a tomar por lo menos una observacion si se puede
conseguir algo mejor sin observar nada! Asi que sélamente en el caso
A < 1 < B tiene sentido practico la prueba secuencial del Teorema 6.

El caso «limite» de 1 = A < Bo A < B =1 puede ser incluido en
consideracion, por 1o menos para los fines teéricos, ya que en este caso
la prueba trivial da exactamente lo mismo que la SPRT, no algo menor.

La cuestion de determinacion de las constantes A y B de la SPRT en
el Teorema 6 se reduce a la solucién de las ecuaciones (93) y (94), asi
que no es nada explicita.

Aunque se ve bien verosimil que para cualesquiera constantes A y
Btales que 0 < A <1 < B < o0, A < B, existen constantes ¢, Ag V A;
con las cuales L(y) es minimizada por la SPRT (92), ya que s6lo hay dos
restricciones por cumplir: (93) y (94), y las variables son tres: ¢, Ag y A;.

Sin embargo, la demostracion formal de esto seria demasiado técnica
para un curso como éste y ademas practicamente no llevaria nada
de cuestiones estadisticas o probabilisticas asi que la dejamos para
una ocasion mas adecuada. No obstante, el teorema formalizando lo
anterior quedaria asi .

Teorema 7. Sean A y B dos constantes tales que 0 < A <1 < B < o0,
A < Bysea(yp*, 6%):

W =Lz, ¢am)

6y =11z,>py,
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una prueba SPRT.
Entonces existen ¢ > 0, Ag > 0 y Ay > 0 tales que para cualquier
prueba secuencial (,8) conv=inf{n >0:y, =1}

CEg,v+Aoa(y, 8)+ A1 (Y, 8) > CEg, V' + Agx(P™, 8%) + A1 B(Y*, 67), (96)

es decir, que @* es optima en el sentido del Teorema 5.

Combinando esto con el Teorema 1 tendriamos de inmediato

Teorema 8. Sean A y B dos constantes tales que 0 < A < B < oo y sea
(p*,6%):

Wy =Lz, ¢y
6n =1{z,>8}

una prueba SPRT con estas constantes.

Entonces para cualquier prueba (y,08) (cuyo tiempo de paro es
v=inf{n > 1:y, =1}) tal que

x(y,d) < «(p*,6%) y B,o6) < Py, 6" (97)
se tiene
EQUV 2 E@UV*. (98)
La desigualdad en (98) es estricta si estricta es por lo menos una de las
desigualdades (97).

Si se sabe que A y B realmente satisfacen (93) y (94) la optimalidad
de SPRT que establece el Teorema 8 queda completamente demostrado.

4. CONCLUSION

Presentamos una introducciéon elemental al analisis estadistico
secuencial, empezando desde las definiciones de modelos estadisticos,
hipotesis y pruebas, y terminando con la optimalidad de la prueba
secuencial de la razon de probabilidades (SPRT) de Wald. La teoria
desarrollada es autosuficiente y facilmente puede ser extendida a
modelos mas generales.
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